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К вопросу о сходимости рациональных операторов Фурье с 
равноотстоящими полюсами 
Пусть { }k , 1k  , 0,1,2...k   – произвольная последовательность 
комплексных чисел. Как впервые показали Такенака [1] и Малмквист [2], 
система рациональных функций  
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ортонормированна на единичной окружности 1z  .   
В работе [5] составлен рациональный оператор по такой системе: 
, ,( , ) ( ) ( , )n m n mS x f f t K t x dt


  , 
где , ( , )n mK t x – ядро оператора, 
а  , 1, 1,2,...m m m    – произвольная последовательность комплексных 
чисел. 
Доказана сходимость таких операторов к функциям из 
1( , )L    в 
случае, когда 
k  и k  не имеют предельных точек на единичной окружности. 
       Будем рассматривать последовательность равноотстоящих на 
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 , то данная последовательность имеет предельные 
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  ,  тогда  
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( , ) sin ( , ).
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Нам понадобится ряд лемм, большинство из них приведем без 
доказательства. 
Лемма 1. Если 1( ) ( , )f x L     и ( 2 ) ( ),f x f x x      , то при 
любом x    справедлива формула 
0 0
1 sin[ ( , )] 1 sin[ ( , )]
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Лемма 2. Справедливы оценки 
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''
( , ) nn nyy y x c n q                                              (8) 
Доказательство. Докажем справедливость оценок для ( , )n y x  ,  для  
( , )n y x   доказательство аналогично. 
Из (5) имеем 
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   , 
где  ( , )x x y   . 
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Отсюда следует формула (6). 
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 , 
то из (9) и (10) следует формула (7). 
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Лемма доказана. 
Лемма 3. Если 
1( ) (0, )y L  , то при любом x     
( , )
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при этом равномерно относительно x . 
Лемма 4. Если 
1( ) ( , )f x L     и ( 2 ) ( ),f x f x x      , то при 
любом x    и при любом , 0      справедлива формула 
0 0
1 sin[ ( , )] 1 sin[ ( , )]
( , ) ( ) ( ) (1),n nn
y y x y y x






     
где   (1) 0o    при   n . 
Лемма 5. Справедливы оценки 
  24
'
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  2 35
''
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Лемма 6. Для любого 0   
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при этом равномерно относительно x  ( x  ). 
Лемма 7. Если функция ( )g y  монотонно возрастает в промежутке 
[0, ], 0h h  ,  
0
sin[ ( , )]




















Теорема 1. Если функция 
1( ) ( , )f x L     и в некоторой окрестности 
0 0( , )x h x h   точки  0x  имеет ограниченную вариацию, то  
0 0
0
( 0) ( 0)








                            (14) 
Доказательство. Выберем в формуле (10) леммы 3 число  h  , тогда 
для точки 
0x x  при n  она примет вид 
0 0
0 0
1 sin[ ( , )] 1 sin[ ( , )]
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Но функции 
0( )f x y  и 0( )f x y  в отрезке  [0, ]h  имеют ограниченную 
вариацию, значит, каждая из них представляется в виде разности двух 
монотонно возрастающих функций. Тогда лемма 7 приложима к каждой из 
них в отдельности, и , следовательно, к их разности, откуда заключаем, что 
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Таким образом, в точках непрерывности будем иметь  
0 0lim ( , ) ( ).n
n
S x f f x

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Теорема 2. Пусть 
1( ) ( , )f x L     и в точке 0x  существуют предельные 
значения 
0( )f x y  и 0( )f x y . Если для функций  
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Доказательство. По формуле (10) леммы 3 при  n  имеем: 
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 – рациональная функция, которая реализует 
инфинум в (19).  Тогда имеет место  
Теорема 3. Если 
2( )f x C  , то справедлива оценка 
( , ) ( ) (ln ( ))n nx f f x O nR fS   . 
Доказательство .  Норма оператора   
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как оператора из 

























                              (20) 
Учитывая лемму 2 а также неравенства sin z z  и  sin 2 /z z   
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Поэтому  
 2 2 2
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